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Gittergeometrie und pythagor eische Dreiecke

Dieser Artike wurde von der Praxis der Mathematik zur Publikation angenommen und
erscheint demnéchst.

Kurzfassung

Werden in einem Quadrat die Ecken mit nichtanliegenden Seitenmitten verbunden, entsteht
ein Achteckstern, der as Teilfigur das pythagoreische Dreieck mit dem Seitenverhdtnis
3:4:5 enthdt. Eine Verdlgemeinerung dieser Konstruktion im Quadratgitter gibt einen
Zugang zu sdmtlichen pythagoreischen Dreiecken. Das Verfahren [&% sich auch auf das
regelméldige Dreiecksgitter Ubertragen. Die dabel entstehenden Figuren kénnen zu vier-
und sechsteiligen Sternfiguren erganzt werden.

1 Worum geht es?

Wenn wir in einem Quadrat die Mittel parallelen einzeichnen und dann weiter wie in Figur
1 @) bisc) verfahren, entsteht ein rechtwinkliges Dreieck mit dem ganzzahligen Seitenver-
haltnis 3:4:5. Ein rechtwinkliges Dreieck mit eéinem ganzzahligen Seitenverhdltnis wird als
pythagoreisches Dreieck bezeichnet.

a) b) c)
Fig. 1: Konstruktion des pythagoreischen Dreiecks

Werden die Zeichenschritte weitergefihrt, entsteht ein achteckiger Stern (Fig. 2a), der auch
als achtsaitiger ROsselsprung auf einem Schachbrett interpretiert werden kann (Fig. 2b).
Die Figur 2awird as Knauthsche Figur bezeichnet (vgl. [6, S. 228f]). Telle dieser Figur
sind bereits beim romischen Architekten Vitruv (Vitruvius, 1. Jh. v. Chr.) erwahnt (vgl.

[SD).
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Fig. 2: Sternfigur

Die Zeichenmethode der Figur 1 kann nun so verallgemeinert werden, dass jedes beliebige
pythagoreische Dreieck darstellbar ist.

2 Pythagoreische Dreiecke
Pythagorei sche Dreiecke, das heil3t rechtwinklige Dreiecke mit ganzzahligen Seitenléngen,

und die zugehorigen pythagoreischen Zahlentripel (a,b,c €N, a? + b? = ¢?) werden meist
unter zahlentheoretischen Aspekten behandelt, wobel insbesondere Fragen der Tellbarkeit
eine Rolle spielen. [2] und [3] geben ene breite Einflihrung in diesen Themenkreis unter
didaktischen Gesichtspunkten sowie eine reiche Bibliographie.

Zur zahlentheoretischen Konstruktion eines pythagoreischen Zahlentripd gilt folgender
Satz: Ein Tripel (a,b,c) aus natlrlichen Zahlen a,b,c mit geradem b ist genau dann ein
primitives, das heil¥ teilerfremdes pythagoreisches Zahlentripel, wenn es tellerfremde
nattrliche Zahlen m und n mit m> n und ungerader Differenz m-n gibt, so dass gilt:
a=m?-n?, b=2m, c=m?+n?(vgl. [1]).

Wir werden sehen, dass die beiden Parameter mund n in unserem geometrischen Verfah-
ren zur Konstruktion eines pythagoreischen Dreieckes nicht nur eine zahlentheoretische,
sondern auch eine direkte geometrische Rolle spielen.

3 DieVerallgemeinerung

Die Figur 3 zeigt exemplarisch fur den Fall (m,n) = (4,1) das konstrukive Vorgehen im
allgemeinen Fall. Wir zeigen nun, dass das Dreieck ABC genau das ganzzahlige Seiten-
verhdtnis a:b:c aufweist, das zum Parameterpaar (m,n) geméal obigem zahlentheoreti-
schen Satz gehort.
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Fig. 3: Der dlgemeine Fal

Diebeiden Vektoren AD = (m) und BE = ( 0 ) sind orthogonal; das Dreieck ABC hat

also bei C einen rechten Winkel. Zur Berechnung des Winkels o finden wir als Zwi-

— m — n
schenwinkel der beiden Vektoren AB = ( ) und AD = ( ) den Wert cosa = gmn 5
n m m° +n
2 2
und daraus sina = m2 n2 . Damit besteht im rechtwinkligen Dreieck ABC das Seiten-

m?+n
verhdtnis a:bic = (m2 - nz):(Zmn):(m2 + nz). Wir haben also ein pythagoreisches Drei-
eck.

Beim Vorgehen gemal3 Figur 3 erhalten wir jewells ein pythagoreisches Dreieck, welches
»schief* im Quadratgitter liegt. Wir kénnen natlrlich auch umgekehrt vorgehen, indem
wir mit einem pythagoreischen Dreleck beginnen und dieses so ins Quadratgitter legen,
dass die Katheten auf Gitterlinien zu liegen kommen. Die sich daraus ergebenden geome-
trischen Folgerungen werden in [ 7] vorgestellt.

Die Figur 4 zegt, dass auch dieser dlgemeine Fall zu einer Sternfigur ergénzt werden
kann.
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Fig. 4: Allgemeine Sternfigur

4 Inkreisund Ankreise

Ausder Figur 5ist erschtlich, dass die Winkelhalbiernde des Winkels o eine Diagonae
des Quadratgitters ist und die Winkelhalbierende des Winkels 8 eine Gitterlinie. Daraus
folgt, dass deren Schnittpunkt, also der Inkreismittelpunkt, ein Gitterpunkt ist. Anaog
kann gezeigt werden, dass auch die Mittelpunkte der drei Ankreise Gitterpunkte sind.
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Fig. 5: In- und Ankreismittel punkte sind Gitterpunkte
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5 Im regelmafiigen Dreiecksgitter

Im regelméldigen Dreiecksgitter zeichnen wir ein Sechseck der Seitenlénge 2 und fuhren
darin die Konstruktion gemal3 Figur 6 durch.
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a) b) C)

Fig. 6: Konstruktion im Sechseck

Dadurch entsteht ein Dreieck mit einem stumpfen Winkel von 120° und dem ganzzahligen
Seitenverhdltnis 8:7:13. In Analogie zu den pythagoreischen Drelecken bezeichnen wir ein
stumpfwinkliges Dreieck ABC mit y =120° und einem ganzzahligen, aber teilerfremden
Satenverhdtnis a:b:c als ein primitives pythagoreisches 120°-Dreieck. Nach [1; S. 504]
und [4] konnen diese Dreiecke wie folgt parametrisiert werden: Zu teilerfremden mn €N,
m>n, m-n = 3k, (KEN) setzenwir a=m? - n?, b=2mn+n?, c = m? + n? + mn. Fir
(m,n) = (3,1) ergibt sich dasBeispiel a=8, b=7, c=13 (Fig. 7).

13

120°

Fig. 7: Pythagoreisches 120°-Dreieck

Weiterzeichnen der Figur 6 fuhrt zum sechsteiligen Stern der Figur 8.
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Fig. 8: Sechsteiliger Stern

Die Konstruktion der Figur 6 kann auf beliebige teilerfrende Parameterpaare (m,n) ver-
allgemeinert werden. Die Figur 9 zeigt exemplarisch fur den allgemeinen Fall die Situation
fur (m,n) = (5,3).

Fig. 9: Beweisfigur fir den allgemeinen Fall

Um zu zeigen, dass das Dreieck ABC ein pythagoreisches Dreieck ist, arbeiten wir wieder-

um mit Winkeln. Zunachst erhalten wir fur die beiden Vektoren AD = ( m+ é)
2V

und
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— _m_ﬂ
BE=( n@z) den Zwischenwinkel y =120°. Fur den Winkel o ergibt sich als Zwi-
2
. . = (m+3) = (n+ )
schenwinkel der beiden Vektoren AB=| _ und AD=| =~ 2| der Wert
Li'\@J ki\ )

m—2+2mn+“—2 . ) . . . .
cosa = -2 2. Dieselben Winkel erhalten wir aber auch fiir das Dreieck mit den
m® + mn+n
2 2 2

Seiten a=m? -n?, b=2mn+n?, ¢c=m? +n?+mn. Somit haben wir ein pythagorei-
sches 120°-Dreieck.

Analog zum Vorgehen im Quadratgitter kann gezeigt werden, dass die Mittelpunkte des
Inkreises und der Ankreise entweder Gitterpunkte oder Mittelpunkte von Gitterdreiecken
sind.

Auch die Figur 9 kann zu einer sechsteiligen Sternfigur ergénzt werden (Fig. 10).

Fig. 10: Allgemeine sechsteilige Sternfigur
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